
 

1 

ة ال ةالمحاضر  حادية عشر

ة السابقة:   تتمة أمثلة المحاضر

4 .  𝛾4(𝑡) = 𝑒
𝑖𝑡: 0 ≤ 𝑡 ≤ 3𝜋 

  الحل: 
ّ
𝛾4(0)نلاحظ أن = 𝑒

𝑖0 = 1 , 𝛾4(3𝜋) = 𝑒
𝑖3𝜋 = −1 

ه  النصفة واحدة، ومن ثم يعود ليمسح دائرة الواحدة مر  𝛾4(𝑡)سيمسح 
ّ
العلوي "أي أن

 صورة البداية لا  ا مغلق وهو ليس منحنيا  سيمسح دورة ونصف الدورة " على دائرة الواحدة. 
ّ
لأن

 تنطبق على صورة النهاية. 

5 .    𝛾5(𝑡) = −𝑡 + 𝑖√1 − 𝑡
2 ∶  −1 ≤ 𝑡 ≤ 1 

𝑥لدينا  الحل:  = −𝑡 ،  𝑦 = √1 − 𝑡2 
ّ
𝑥2، ونلاحظ أن + 𝑦2 = 𝑡2 + (1 − 𝑡2) = 1 

ي المُمَثل بالتابع 
 حامل المنحنن

ّ
ن أن 𝑦هو دائرة الواحدة ولما كانت  𝛾5(𝑡)وهذا يبّي  ≥ 0 

" فالرئيسي جذر ال" ي
ي واقعة على النصفلعدد حقيق 

 نقاط المنحنن
ّ
 العلوي من هذه الدائرة.  إن

 1إلى  1−من  [1,1−]المجال  𝑡، عندما تمسح 𝑥أمّا بالنسبة لــ 
ّ
تمسح المجال  𝑥، فإن

 . 1−إلى  1من  [1,1−]

ي الناتج هو نصف دائرة الواحدة العلوي وال الخلاصة: 
𝑧مسوح من مالمنحنن = 𝑧إلى  1 =

 كما هو موضح بالشكل:    1−

 

ي البسيط
 : المنحنر

ه بسيط إذا لم يمر من أي نقطة من نقاطه أكثر من مرة واحدة.  Γنقول عن منحنٍ 
ّ
 إن

ي المغلق منحني
سمّي المنحنن

ُ
إذا كانت جميع نقاطه بسيطة باستثناء نقطة  ا بسيط ا يمكن أن ن

 ستكون مضاعفة من المرتبة الثانية. 
ً
ها حتما

ّ
 البداية والنهاية، فإن

ئ كلا  ي البسيط ممثل بتمثيل وسيطي ويكافن
 المنحنن

ّ
:𝛾منا السابق أن [𝑎, 𝑏]→ ℂ   متباين على

,𝑎]المجال  𝑏]  
ً
 مفتوحا

ً
,𝑎]على المجال ومتباين  ،إذا كان منحنيا 𝑏[  أو]𝑎, 𝑏]  

ً
إذا كان منحنيا

 .
ً
 مغلقا
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ه من الصف  Γنقول عن منحنٍ  تعريف: 
ّ
إذا كان أحد تمثيلاته الوسيطية ينتمي إلى الصف  𝐶1إن

𝐶1 "ه قابل للاشتقاق مرة واحدة ومشتقه مستمر على منطلقه
ّ
 . "أي أن

 مثال: 

ي 
 المنحنن

ّ
,𝐶+(𝑎إن 𝑟)  حيث ،𝑎 ثابت عقدي و𝑟  من الصف ،

ً
ي موجب تماما

 . 𝐶1ثابت حقيق 

 الإثبات: 

𝛾(𝑡)لدينا  = 𝑎 + 𝑟𝑒𝑖𝑡  لــ 
ً
 وسيطيا

ً
,𝐶+(𝑎تمثيلا 𝑟) 0، حيث ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 . 

 
ّ
𝛾، ومشتقه [0,2𝜋]قابل للاشتقاق على  𝛾إن ′(𝑡) = 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡   مستمر وذلك لأجل أي𝑡  من

ي الممثل بالتابع [0,2𝜋]المجال 
 المنحنن

ّ
 . 𝐶1هو منحنٍ من الصف  𝛾، وبالتالىي فإن

  مثال: 

𝛾(𝑡)ليكن  = 𝑡 + 𝑖𝑡2 ٍعندئذ ،𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2 وبالتالىي ،𝑦 = 𝑥2 ئ وهي معاد لة قطع مكافن

ي هو 
اتيب.  ذروته المبدأ ومحوره المحرف  هو القطع  𝛾أي أن حامل أي منحن ممثل بـ  محور الث 

ي هو المجال المعرف عليهالسابق. و 
ن المنحنن  𝛾.ما يعي 

 أي قطعة مستقيمة موجهة هي منحنٍ عقدي من الصف  مثال: 
ّ
 . 𝐶1أثبت أن

𝑧1لتكن  , 𝑧2  ،تيب  المعرف على المجال 𝛾إن التابع بداية ونهاية القطعة المستقيمة على الث 

 بالمساواة :   [0,1]

𝛾(𝑡) = (1− 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2 

 . 𝑧2إلى 𝑧1 الممسوحة من  [𝑧1𝑧2] لقطعة المستقيمةهو تمثيل وسيطي ل
ّ
قابل  𝛾وإن

ي [0,1]للاشتقاق على المجال 
، كما أن مشتق هذا التابع هو تابع ثابت إذ يقرن كل عدد حقيق 

𝑧2بالعدد العقدي الثابت  [0,1]من المجال  − 𝑧1  ، [0,1]فهو تابع مستمر على المجال ،

 
ّ
ي أن

 . 𝐶1من الصف  منحنٍ  [𝑧1𝑧2]، بالنتيجة 𝐶1من الصف  𝛾وهذا يعنن

 كل قطعة ملاحظة: 
ّ
 مستقيمة موجهة هي منحنٍ بسيط.  إن

ه من الصف  تعريف: 
ّ
 من عدد منتهٍ من القطع  𝐶1نقول عن منحنٍ إن

ً
 إذا كان مؤلفا

ً
قطعيا

ي كل منها منحنٍ )المنحنيا
 . 𝐶1من الصف  ت( المتتالية والن 

Γ1إذا كانت متتالية من المنحنيات  ملاحظة:  , Γ2, … , Γ𝑛  ي
نا نرمز لذلك Γتشكل المنحنن

ّ
، فإن

 : بالشكل

Γ = Γ1 ⊕Γ2 ⊕…⊕ Γ𝑛  

ما مجرد 
ّ
 للمنحنيات، وإن

ً
 رمز. تولا نقصد بذلك جمعا

  :
ً
 مثلا
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 :وبالتالىي يمكن أن نكتب هنا

Γ = Γ1 ⊕Γ2 ⊕Γ3 ⊕Γ4 

.  𝐶1من الصف هو و 
ً
 قطعيا

ي الأملس: 
ه أملس إذا وجد  Γنقول عن منحنٍ  تعريف المنحنر

ّ
 ممثل وسيطي له  إن

𝛾: [𝑎, 𝑏]
          
→  ℂ 

وط  ق الشر
ّ
 التالية: مسموح به، ويحق

,𝑎]مشتق مستمر على المجال  𝛾للتابع  .1 𝑏] . 

2. 𝛾 ′(𝑡) ≠ 0 ∶ ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

,𝑎]متباين على المجال  𝛾التابع  .3 𝑏]  إذا كانΓ ،
ً
,𝑎]على المجال  متباينو  مفتوحا 𝑏[ ، 

𝛾و  ′(𝑎) = 𝛾′(𝑏)  إذا كانΓ  .
ً
 مغلقا

 : ي عند كل نقطة  التفسير
ي وجود مماس للمنحنن

طان الأول والثانن ن الشر من نقاطه، يتغث  يبي 

  أي نقطة.  د هذا المماس بشكل مستمر دون أن يقفز عن

ي البداية 
 المماس عند نقطن 

ّ
ي مغلق فإن

ه عندما يكون المنحنن
ّ
ي أن

ط الثالث فيعنن أمّا الشر

 والنهاية هو نفسه. 

 

 

ن أملس ي على اليمي 
ي على اليسار ليس المنحنن

 أملس. ، والمنحنن

 
 
  قيمة المشتق تعثّّ عن ميل المماس عند تلك النقطة.  تذكر أن

ي المشتق عند 
,𝑎وبالتالىي عدم تساوي قيمن  𝑏  صورة 

ّ
 أن

ً
ي  𝑏تنطبق على صورة  𝑎علما

فهذا يعنن

ن  ن بميلي  ي ليس  وجود مماسي 
ي هذه الحالة يكون المنحنن

ي عند تلك النقطة، وفن
ن للمنحنن مختلفي 

 أملس. 

ة...انتهت المحاضن   ... ة الحادية عشر

𝛾 ′(𝑎) = 𝛾′(𝑏) 𝛾 ′(𝑎) ≠ 𝛾′(𝑏) 

𝛾  (𝑎) 

𝛾  (𝑏) 


